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الإثارة الدورية(:1)الشكل

2020dr.hala Hasan3آذار 25

: ملاحظة

ل فورييه التحليل للاثارات العشوائية بالاستفادة من تقنيات تحوياجراء أن يمكن 

من شوبراAالمشروحة في الملحق 
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ابع هذا ويمكن ان تكون الاحمال الديناميكية ممثلة بتحريض على الاساس عن طريق ت

ون دوري للتسارع مع الزمن والذي يمكن تحويله الى قوة مكافئة على المنشأ، وستك

(2)، (1)حتما دورية،  كما هو مبين في الشكل 

ان تابع التحريض في الشكل  يمكن تمثيله بتابع دوري مع الزمن

تحريض دوري على الاساس مكرر خلال جزء من الدور الزمني (: 2)الشكل
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ن، كما الزممع كقوة تابع دوري المنشا عن  طريق هذا ويمكن ان تكون الاحمال الديناميكية ممثلة بتحريض على 

  50sec-10، كتاثير الرياح على المنشآت والتي يتراوح دورها الزمني ما بين ( 3)هو مبين في الشكل 

يمكن تمثيله بتابع دوري مع الزمنالشكل  ان تابع التحريض في 

اذا وجد انه  Fourierولعل هذا النوع من المسائل تعتمد على ما توصل اليه العالم 

sin , cosالحدود  لا متناه من التوابع ذوات يمكن تمثيل التابع الدوري بمجموع 

اي يمكن تمثيل التابع الدوري بسلسلة لا متناهية

تحريض دوري يمثل ضغط الرياح مكرر خلال الدور الزمني للتحريض (: 3)الشكل  



Periodic Loads
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فورييهسلاسل تمثيل 
𝑝التابع يكون  𝑡 دوري ذو الدور𝑇0 التاليةإذا حقق شكل العلاقة  :

𝑃 𝑡 + 𝑗𝑇0 = 𝑝 𝑡

:حيث

𝑗 = −∞,……… , − 3, − 2, − 1,0,1,2,3,……… ,∞

هيمكن تقسيم التابع الدوري إلى مركباته التوافقية باستخدام سلاسل فوريي

𝑝 𝑡 = 𝑎0 +෍

𝑗=1

∞

𝑎𝑗 cos 𝑗𝜔0𝑡 +෍

𝑗=1

∞

𝑏𝑗 sin 𝑗𝜔0𝑡 (3.12.1)

:هوحيث أن تواتر الاثارة التوافقية الأساسية 

𝜔0 =
2𝜋

𝑇0
(3.12.2)
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𝒑يمكن التعبير عن العوامل في سلاسل فورييه بالحد  𝒕 وذلك لأن

.توابع الجيب و التجيب متعامدة 

𝑎0 =
1

𝑇0
න
0

𝑇0

𝑝 𝑡 𝑑𝑡 (3.12.3)

𝑎𝑗 =
2

𝑇0
න
0

𝑇0

𝑝 𝑡 cos 𝑗𝜔0𝑡 𝑑𝑡 𝑗 = 1,2,3,… . (3.12.4)

𝑏𝑗 =
2

𝑇0
න
0

𝑇0

𝑝 𝑡 sin 𝑗𝜔0𝑡 𝑑𝑡 𝑗 = 1,2,3,… . (3.12.5)

𝑝هو القيمة الوسطية لـ :𝑎0العامل   𝑡ويمكن اعتبارهاالقيمة العظمى للقوة الستاتيكية.

cosلتابع 𝑝0وتعادل 𝑗𝜔0ذات التواترات jتمثل القيمة العظمى للقوة التوافقية :𝑎𝑗العامل 

: 𝑏𝑗 sinلتابع 𝑝0وتعادل 𝑗𝜔0التواترات ذات jتمثل القيمة العظمى للقوة التوافقية العامل

𝑝فإن عدد غير محدود من الحدود لسلاسل فورييه يلزم للوصول لقيمة نظرياً  𝑡. عملياً فإن عدد قليل من

.الحدود كاف للحصول على تقريب جيد 

لليسار من عدم عدم الاستمرارية فإن سلاسل فورييه تقترب من القيمة الوسطية للقيم المباشرة لليمين أوعند 

.الاستمرارية 
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:حيث

( الدورية السرعة(للقوة الزاوية 𝜔0 =
2𝜋

𝑇0
𝑇0دور القوة الدورية

:حدود التكامل فتحدد حسب طبيعة القوة ودورها الزمني فمثلا

𝒕𝟏 او 0يمكن ان تاخذ قيمة
T0

𝟐
او  

−T0

𝟐
T-او  Tاو  

دور كامل 𝒕𝟏الى  فيضاف 𝒕𝟐اما  

J سلسلة  عدد حدود تمثل ..،1،2،3،4وتاخذ قيم عدديةFourier 

دود المستخدمة للوصول الى الحل الاقرب من الحل الدقيق ويمكن اعتماد خمسة ح

فعلىه او ستة  غير معدومة

𝛽𝑗 =
𝑗𝜔0

𝜔𝑛
=

𝜔

𝜔𝑛
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بدون تخامد–ستجابة منشا وحيد درجة الحرية للاحمال الدورية ا

RESPONSE TO PERIODIC FORCE-no damping
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وهو ، تعني ضمنا أن الإثارة موجودة لفترة طويلةوالإثارة دورية 

ة بالانتقال الوقت الذي قد تتفانى فيه الاستجابة العابرة المرتبط

ارة من أجل الاث، وبالتالي نهتم فقط الأولي والسرعة الاولية 

. التوافقية  بايجاد الاستجابة الثابتة 

ب يمكن تحديد استجابة الجمل الخطية للقوة الدورية بتركي

.الاستجابات للاثارات الفردية باستخدام سلاسل فورييه
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𝒑باعتبار الاطار المبين في الشكل والخاضع لحمل ديناميكي دوري  𝒕 ،

والنموذج الرياضي ومخطط الجسم الطليق موضح في الشكل 



The particular solution to this differential equation is:

𝒖𝒑 𝒕 =
𝒑𝟎
𝒌
.

𝟏

(𝟏 −
ഥ𝜔
𝝎𝒏

𝟐

)

𝒔𝒊𝒏 ഥ𝜔𝒕 ഥ𝜔 ≠ 𝝎𝒏

The complementary solution
𝒖𝒄 𝒕 = 𝑨𝒄𝒐𝒔𝝎𝒏𝒕 + 𝑩𝒔𝒊𝒏𝝎𝒏𝒕

وبايجاد حل المعادلة التفاضلية باهمال الحل المتمم

𝒖 𝒕 =
𝒑𝟎
𝒌
.

𝟏

𝟏 − (ഥ𝜔/𝝎𝒏)
𝟐
. 𝒔𝒊𝒏 ഥ𝜔𝒕
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𝒔𝒊𝒏وفي هذه الحالة معادلة الحركة من الشكل اذا كان الحمل 

يوجد حلين للمعادلة حل خاص وحل متمموفي هذه الحالة 



𝒑 𝒕 = 𝒂𝟎 +෍

𝒋=𝟏

∞

𝒂𝒋 𝒄𝒐𝒔 𝒋𝝎𝟎𝒕 +෍

𝒋=𝟏

∞

𝒃𝒋 𝒔𝒊𝒏 𝒋𝝎𝟎𝒕

𝛽𝑗:حيث =
𝑗𝜔0

𝜔𝑛
=

𝜔

𝜔𝑛

ان الاستجابة المستقرة لجملة وحيدة درجة الحية غير مخمدة والناتجة عن حد تجيبي من السلسلة

𝒑 𝒕 = 𝒂𝒋𝒄𝒐𝒔 𝒋𝝎𝟎𝒕 تعطى بالعلاقة:

𝒖𝒋
𝒄 𝒕 =

𝒂𝒋

𝒌
∙

𝟏

𝟏 − 𝜷𝒋
𝟐 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒋𝝎𝟎𝒕 𝒖 𝒕 =

𝒑𝟎
𝒌
.

𝟏

𝟏 − (ഥ𝜔/𝝎𝒏)
𝟐
. 𝒔𝒊𝒏 ഥ𝜔𝒕

من السلسلة جيبي المستقرة لجملة وحيدة درجة الحية غير مخمدة والناتجة عن حد الاستجابة 

𝑝 𝑡 = 𝑏𝑗sin 𝑗𝜔0𝑡 بالعلاقة تعطى:

𝒖𝒋
𝒔 𝒕 =

𝒃𝒋

𝒌
∙

𝟏

𝟏 − 𝜷𝒋
𝟐 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒋𝝎𝟎𝒕

𝒖 𝒕 = 𝒖𝟎 𝒕 +෍

𝒋=𝟏

∞

𝒖𝒋
𝒄 𝒕 +෍

𝒋=𝟏

∞

𝒖𝒋
𝒔 𝒕 (3.13.5)

𝒖 𝒕 =
𝟏

𝒌
𝒂𝟎 +෍

𝒏=𝟏

∞
𝟏

𝟏 − 𝜷𝒋
𝟐 (𝒂𝒋 𝐜𝐨𝐬 𝒋𝝎𝟎𝒕 + 𝒃𝒋 𝐬𝐢𝐧 𝒋𝝎𝟎𝒕)
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بالعلاقةوقد تم تحديد قيمة  𝒑 𝒕التالية وفق مبدا تنضد الاثار للمعادلة التفاضلية بدون تخامد



𝒖𝒋
𝒄 𝒕 =

𝒂𝒋

𝒌
.
𝟐𝜻𝜷𝒋 𝒔𝒊𝒏 𝒋𝝎𝟎𝒕 + 𝟏 − 𝜷𝒋

𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒋𝝎𝟎𝒕

𝟏 − 𝜷𝒋
𝟐 𝟐

+ 𝟐𝜻𝜷𝒋
𝟐 (𝟑. 𝟏𝟑. 𝟐)

:حيث

𝜷𝒋 =
𝒋𝝎𝟎

𝝎𝒏
(𝟑. 𝟏𝟑. 𝟑)

𝑝تعطى الاستجابة الثابتة للجمل للقوة الجيبية ,مشابه بشكل  𝑡 = 𝑏𝑗sin 𝑗𝜔0𝑡

𝑗𝜔𝐷بـ 𝜔مع استبدال  (3.2.4)و (3.2.3)بالمعادلات 

uj
s t =

𝑏𝑗

k
.
1 − 𝛽𝑗

2 sin 𝑗𝜔0𝑡 − 2𝜁𝛽𝑗 cos 𝑗𝜔0𝑡

1 − 𝛽𝑗
2 2

+ 2𝜁𝛽𝑗
2 (3.13.4)

𝝃إذا كان  = 𝜷𝒋و 𝟎 = فإن الاستجابة الثابتة تكون غير محدودة وغير هامة وذلك لأن الاستجابة 𝟏

𝛇فيما يلي سنفترض أن ( :3.1انظر المقطع )العابرة لا تتفانى  ≠ 𝜷𝒋و 𝟎 ≠ 𝟏.
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التجيبيةالاستجابة الثابتة للجمل وحيدة درجة الحرية ذات التخامد اللزج للقوة التوافقية فإن 

𝒑 𝒕 = 𝒂𝒋𝒄𝒐𝒔 𝒋𝝎𝟎𝒕 مع استبدال  ( 3.2.26)و ( 3.2.3)تعطى بالمعادلات𝝎 بـ𝒋𝝎𝟎



𝒑الاستجابة الثابتة للجمل مع التخميد للاثارة الدورية  𝒕 هي تراكب من

الاستجابات للحدود الفردية في سلاسل فورييه

𝒖 𝒕 = 𝒖𝟎 𝒕 +෍

𝒋=𝟏

∞

𝒖𝒋
𝒄 𝒕 +෍

𝒋=𝟏

∞

𝒖𝒋
𝒔 𝒕 (3.13.5)

:نحصل على (3.13.5)بالمعادلة (3.13.4)و (3.13.2)و (3.13.1)المعادلات باستبدال 
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𝒖إن الاستجابة  𝒕 هي تابع دوري للدور𝑻𝟎.

:على عاملين اثنين ( 3.13.6)تعتمد المساهمات النسبية للحدود التوافقية المختلفة في المعادلة 

𝒑للمركبات التوافقية للتابع القسري 𝒃𝒋و 𝒂𝒋المطالين ( 1) 𝒕.

.  𝜷𝒋نسبة التواتر ( 2)

الواحدمن 𝜷𝒋حيث تقترب الاستجابة تسيطر المركبات التوافقية هذه على سوف 

(3.2.6انظر الشكل )يقترب من التواتر الطبيعي 𝑗𝜔0على سبيل المثال فإن التواتر القسري )

مع 𝒖𝟎يجب أن لا نخلط ذلك مع .𝒂𝟎المستخدم هنا يتضمن اللاحقة صفر االمنسجمة مع 𝒖𝟎إلى أن اشارة ❖

𝒖المستخدم سابقاً لتدل على القيمة الأعظمية لـ ( O)اللاحقة  𝒕.
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تعطى بـE3.8القوة الدورية المبينة لاشكل 

𝑝 𝑡 = ൜
𝑝0 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇0/2

−𝑝0 𝑇0/2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇0
(𝑎)

Figure E3.8



𝑎0 =
1

𝑇0
න
0

𝑇0

𝑝 𝑡 𝑑𝑡 = 0 (𝑏)

𝑎𝑗 =
2

𝑇0
න
0

𝑇0

𝑝 𝑡 cos 𝑗𝜔0𝑡 𝑑𝑡

𝒂𝒋 =
𝟐

𝑻𝟎
𝒑𝟎න

𝟎

𝑻𝟎/𝟐

𝒄𝒐𝒔 𝒋𝝎𝟎𝒕 𝒅𝒕 + −𝒑𝟎 න
𝑻𝟎/𝟐

𝑻𝟎

𝒄𝒐𝒔 𝒋𝝎𝟎𝒕 𝒅𝒕 = 𝟎 (𝑐)

𝒃𝒋 =
𝟐

𝑻𝟎
න
𝟎

𝑻𝟎

𝒑 𝒕 𝒔𝒊𝒏 𝒋𝝎𝟎𝒕 𝒅𝒕

𝒃𝒋 =
𝟐

𝑻𝟎
𝒑𝟎න

𝟎

𝑻𝟎/𝟐

𝒔𝒊𝒏 𝒋𝝎𝟎𝒕 𝒅𝒕 + −𝒑𝟎 න
𝑻𝟎/𝟐

𝑻𝟎

𝒔𝒊𝒏 𝒋𝝎𝟎𝒕 𝒅𝒕

= 𝟎

𝒃𝒋 = ൞
𝟎 𝒋 𝒆𝒗𝒆𝒏زوجي

𝟒𝒑𝟎
𝒋𝝅

𝒋 𝒐𝒅𝒅فردي
( 𝒅)
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𝑎0 =
1

𝑇0
න
0

𝑇0

𝑝 𝑡 𝑑𝑡 (3.12.3)

𝑎𝑗 =
2

𝑇0
න
0

𝑇0

𝑝 𝑡 cos 𝑗𝜔0𝑡 𝑑𝑡 𝑗 = 1,2,3,… . (3.12.4)

𝑏𝑗 =
2

𝑇0
න
0

𝑇0

𝑝 𝑡 sin 𝑗𝜔0𝑡 𝑑𝑡 𝑗 = 1,2,3,… . (3.12.5)
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𝒑وبالتالي تمثل سلاسل فورييه بـ  𝒕

𝒑 𝒕 =෍𝒑𝒋(𝒕) =
𝟒𝒑𝟎
𝝅

෍

𝒋=𝟏,𝟑,𝟓

∞
𝟏

𝒋
𝒔𝒊𝒏 𝒋𝝎𝟎𝒕 (𝒆)
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, 1النسبية والسعات  حيث تظهر التواترات E3.8bالأربع الأولى لهذه السلاسل مبينة بالشكل الحدود 
1

3
 ,
1

5
,
1

7

معقول الجمع التراكمي لحدود فورييه حيث تعطينا الحدود الاربع تمثيلE3.8cيظهر الشكل . للتوافقيات الأربع 

.  للتابع القسري

𝑡عند  = 𝑇0/2 حيث𝑝 𝑡 ة هيالوسطيوالقيمة , للصفرفورييه تتقارب سلاسل , غير مستمرة𝑝(𝑇0/2)

𝒑 𝒕 = 𝒂𝟎 +෍

𝒋=𝟏

∞

𝒂𝒋 𝒄𝒐𝒔 𝒋𝝎𝟎𝒕 +෍

𝒋=𝟏

∞

𝒃𝒋 𝒔𝒊𝒏 𝒋𝝎𝟎𝒕



و (b)باستبدال المعادلات (e)نحصل على استجابة الجمل وحيدة درجة الحرية للتوابع القسرية في المعادلة 

(c) و(d)  على للحصول ( 3.13.6)بالمعادلة:

𝒖 𝒕 =
𝟒𝒑𝟎
𝒌𝝅

෍

𝒋=𝟏,𝟑,𝟓

∞
𝟏

𝒋

𝟏 − 𝜷𝒋
𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝒋𝝎𝟎𝒕 − 𝟐𝜻𝜷𝒋 𝒄𝒐𝒔 𝒋𝝎𝟎𝒕

𝟏 − 𝜷𝒋
𝟐 𝟐

+ 𝟐𝜻𝜷𝒋
𝟐

𝒇

𝛽𝑗 = 𝑗𝜔0/𝜔𝑛 = 𝑗𝑇𝑛/𝑇0 = 𝑗/4

𝒖 𝒕 = 𝒖𝒔𝒕 𝟎 ∙
𝟒

𝝅
෍

𝒋=𝟏,𝟑,𝟓

∞
𝟏

𝒋

𝟏 − 𝜷𝒋
𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝒋𝝎𝟎𝒕 − 𝟐𝜻𝜷𝒋 𝒄𝒐𝒔 𝒋𝝎𝟎𝒕

𝟏 − 𝜷𝒋
𝟐 𝟐

+ 𝟐𝜻𝜷𝒋
𝟐

𝒇

E3.8dالشكل يبين 

SDOFللجمل الاستجابات 

𝑇𝑛الأدوار الطبيعية ذات  = 𝑇0/4

ζالتخامد ونسبة  = 5%

للحمولات الاربع الاولى في سلاسل فورييه 

. ( e)المعادلة من 
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القسريةبدون تخامد  نحصل على استجابة الجمل وحيدة درجة الحرية للتوابع 

𝒖 𝒕 =
𝟒𝒑𝟎
𝒌𝝅

෍

𝒏=𝟏

∞
𝟏

𝒋 (𝟏 − 𝜷𝒋
𝟐)
(𝐬𝐢𝐧 𝒋𝝎𝟎𝒕)



مع( f)كتابة ذلك بحدود مستقلة في المعادلة تم 

𝛽𝑗 = 𝑗𝜔0/𝜔𝑛 = 𝑗𝑇𝑛/𝑇0 = 𝑗/4  .

لا 𝛽𝑗لهذه الحدود حيث لا يوجد اي منها كبير بشكل خاص وذلك لأن قيمتظهرالسعات النسبية 

𝛽𝑗لاحظ أن , يقترب اي منها للواحد  =
1

4
,
3

4
,
5

4
,
7

4
.وهكذا

حيث أن مساهمة (f)الجمع التراكمي لحدود الاستجابات الفردية من المعادلة E3.8eيبين الشكل 

.الحدود الاربع تظهر صغيرة 

𝑝المركبات التوافقية لـسعات سوف تكون الحدود الأعلى اصغر وذلك لأن  𝑡 سوف تتناقص مع

j و𝛽𝑗 سوف يبتعد عن الواحد
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مثال
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الحل
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𝜔0 =
2𝜋

𝑇0
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Example

As an example of the response analysis of a periodically loaded structure, 
consider the system and loading shown in Fig. The loading in this case 

consists of the positive portion of a simple sine function. The Fourier 
coefficients of are found by using
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solution
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The end
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